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Another one where the double beats the line...
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OTOH, if you can recognize (or choose) a boundary over which P and Q are zero, then the double integral 
would collapse to zero, without your having to evaluate it.

Also, there's the connection between double integrals and area, when the overlying function is just z = 1.

So cook up a P and Q satisfying

And turn the area question into a line integral.

Some suggested choices for P and Q with this property:

Then, 
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Extending to more general domains, we just write them as the union of simple domains/regions and 
refer the reader back to the proof for simple regions.

Notice the extension to the union of two simple regions, and how you get paths that go in opposite 
directions and cancelingout.  You see a lot of this kind of thing in topology.

etc.  Pic of a more complicated region, same idea.  We're not too interested in that 
much rigor.
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Ugh!  Looks like 4 line integrals!  Maybe Green's can help!
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A few words about holes.  Remember this:  When making a 
circuit with your closed curves, always keep the region D 
on your left.  Thus, the boundary of any holes inside of D, 
the boundaries are always traced CLOCKWISE when D is 
OUTSIDE the curve C.

Ordinarily, D is inside, and standard convention is 
COUNTERCLOCKWISE, with D on the inside.

Key is it encloses the origin, so we know we can build an open disc inside it that also contains the origin.

C' is shown with standard orientation, so when we are talking about D, its 
orientation will flipped, leading to the C'.

Let's roll up our sleeves...

Cool.  So we now just have to evaluate the line integral about this nice circle!
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