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15.10  Change of variable in multiple integrals.

I think we can get the idea without getting too formal about it.  Just remember the 
tangent plane approximation to a smooth surface, and the area of a parallelogram 
defined by two vectors is the magnitude of their cross product.

There is no escape from usubstitution!

Here's the Chapter 4 version of Substitution:

In chapter 4, we were trying to see the thing on the left as something simpler, on the right, or 
manipulate it into something simpler, like on the right.  NOW, we're going to be going from the thing on 
the right to the thing on the left, basically.

Substitution Rule, restated for Section 15.10:

We're looking at it from the other direction, now.  The motivation in Chapter 4 was to turn the thing 
on the right (with x's in it) into the simpler thing on the left (with u's instead of x's).

Our prime example for this is polar coordinates, where we go from a function in x and y and turn it 
into a function of r and theta.  'ardy'arDTheta!
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We try to generalize this idea, with polar coordinates as our touchstone.

To convert to polar coordinates, we have the basic notion

For instance,



1604041510changeofvariablemultipleintegrals.notebook April 04, 2016

If T is 1to1, it makes sense to talk about its inverse transformation (mapping, function, ...).
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For practical purposes, you need to accept the statement "The boundary of the domain S is mapped to the 
boundary of its image,  T(S)," and also be OK with my use of the notation Range(T) = T(S).

Rewrite in vector notation:

S1 S4S3

S2
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We rewrite this theory in < x, y > notation, unlike the book, and try to cut to the chase.

It's really a very beautiful derivation, and it totally generalizes what we've seen specific examples 
of, with polar, cylindrical, and spherical coordinates.  This is pretty deep stuff I still have to wrassle 
with.

They skirt around the fact that T(u, v) = rbar(u,v) = < x(u,v), y(u,v) >, which they also call

< g(u,v), h(u,v) >, but they write them as x(u,v) ibar + y(u,v) jbar or g(u,v) ibar + h(u,v) jbar. 

With everything in sight smooth, we can exploit the tangent approximation to the surface R to formulate 
area in the image space, from dA in the domain S.  Very nice.  We'll see that much of what we've done in 
this chapter is just a special case of a very general idea.  May have to revisit Dr. Corliss's early take on the 
ardeeardeetheta.

The trick, as always, is to come up with approximations that converge to the right thing in the limit.  :o)
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We know from example, that the image of the rectangle can be not
rectangle.  But our favorite trick in calculus is how differences fade in the 
limit, when everything's nice and smooth.

We can approximate the image of a small rectangle by holding one, then 
the other variable constant, and go up one side or along another side of a 
nice rectangle in the uvplane.

You see a parallelogram will be defined in the xyplane, and it appears in 
the picture, to have about the same area as the image R of the rectangle S.

Now here comes the pretty part:

Definition of the partial wrt  u:

This is our approximation 
to abar!

Our approximation to bbar!

And the cross product of these two vectors will give us the area of the parallelogram living on the tangent 
plane!

At last!  A "formula" for change of variables!

So  dA in the "image" space is given as a function of u and v, and increments in u and v directions.

To me, this equation 6 is it.  Just remember that parallelogram and the crossproduct of the partials times 
deltau, deltav!

The Jacobian, to me, just kinda makes it harder to remember!  *sigh*

But here we go.

We're coming up with an expression for dA in the image.
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I could never remember this thing, although I can remember equation 6, and remember how to do a 
cross product.  I will absolutely hate to see somebody start with the right hand side of equation 7, even 
though you better have equation 7 on your cheat sheet!  LOL!  I'll be looking for and asking for the cross 
product, and expect to see it executed the shorthand way I've been showing you.

Learn it just to get points, if you have to, but it's the best way to do 'em.
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In sum:
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Polar Coordinates is just a special case...

A Polar Rectangle:

It's worth seeing how the book does this.  If you like my way, better, by all means.  If you like 
the book way, better, I can probably follow what you're doing, if you observe the book 
formalities and don't abuse the notation.

Book sorta leaves out how you get to the above determinant.  With that computed, we see what we already 
knew:
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Not too tough, when they hand you the transformation.  This is one we can also evaluate as the function  
z = y  over a Type II region.  What's the trick in turning this into a nice square in the uvplane?
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In this one, the substitution is driven by the awkwardness of the integrand.

Solve the system 10 for x and y in terms of u and v :
`

This is the Tinverse

This is the T(u,v) = rbar(u,v).

To introduce the topic, we started with the region  S  and reverse
engineered the image  R = T(S).  Now, we see the actual job, here 
is to find  T1(R) = S.

Apparently type II
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What the book does next is sorta unforgivable.

Recall, scalar triple product has this eerily familiar formulation as a 3x3 determinant:

It should come as no surprise that dV is the volume of a parallelepiped.  Maybe I misread the text, 
but they never relate this to the Jacobian for Triple Integrals:

Triple Integrals.  dV is sorta what you'd hope and expect, but why don't they say it?

If they wrote the TRANSPOSE of this matrix in the 
determinant, we could SEE that this is just extending what 
we did for the area of a parallelogram in the double integral 
to the volume of a parallelepiped in the triple integral!

Oh, and the determinant of the transpose is the same as 
the determinant of the original matrix.

There's nothing mysterious, here!  Except, of course, how 
to extend this to quadruple integrals!

What's after Volume?  Hypervolume?
Volumetime?  (as in spacetime?)  

Example 4 gives us an alternative way to view spherical coordinates, as just another special case of 
the general formula 13.
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